LM-110 Fonctions, MIME, premier semestre 2010-2011 Université €ierrMarie Curie

Corrigé du devoir maison n°1
Exercice 1. Continuité de la dérivée

On alim 22 = 0 etsin est bornée suR. En utilisant le théoréme des gendarmes, on obtient donc que

z—0

xz—0

Le taux d’accroissement géen0 a pour expression :

o(z) = LD =SO <1>

1 S
lim 22 sin () = 0. f est donc prolongeable par continuité en pogdfi) = 0.
X

z—0 x
Commesin et bornée etquhm x =0,0n ahm 7'0( ) = 0, doncf est dérivable efi de dérivéef’(0) = 0.
f est clairement derlvable sm* etsa denvee a pour expression poug 0 :

f(z) = 20sin <i> ~ cos <i>

1 . .
Commelin% 2x sin () = 0 et quecos n'a pas de limite er-co (et —oo) f/ n'a pas de limite e et par
T— x
conséquent’ n’est pas continue eh

Exercice 2. Etude de fonctions

1. La fonctionln étant définie et dérivable sit’;, ¢ est définie suR’ . Sa dérivee est donnée sur cet
ensemble par :
2 21
O(r) =20 — == P
X xr

¢ est donc négative sii, 1], nulle enl et positive sufl, +oo[. Par conséqueng est décroissante sur
10, 1[, croissante sur, +oo] et atteint son minimum en = 1.

2. Ona lirf o(z) = +oo (par croissance comparée laeet dex — x2) et commep(1) = 0 (minimum
T— 100

dey), 'image dey estp(R%) = R,
3. p est continue et positive siR’ . Par conséquent — +/¢(x) est définie et continue sii’ . On en
déduit queg est définie sulR* et continue sujo, 1] et]1, +-o0[. En outre, lim g(z) = lim, g(x) =
z—1- z—1
0 = g(1). Par conséquentest continue en. Par conséquentest continue SuR’;

4. Surl0,1[, g est 'opposée de la composée de la fonction racine carrée qui esaldérsurR’ et de
¢ qui est dérivable et strictement positive $lirl1[. Par conséquert est dérivable suj0, 1[. De fagon
analogueg est dérivable sul, +oo].

Sur]0, 1], la dérivée degy est donnée par :

R 24 C)
g (z) N

Sur]1, +ool, la dérivée deg est donnée par :



5. L'étude du signe de’ faite dans la questioh montre quey’ est positive sut0, 1] et sur|1, +ool, par
conséqueng est croissante sur ces deux intervalles. Comme degpss continue e, g est croissante
SurlR .

Exercice 3. Développements limités

1. DLdef:
2 23
f(z) = cos(aln(l+ x)) = cos (a <3: ) + 3 + 3336(95))>
[, _xa?
= 1-— 9 3
5 {x 5 ] + z°e(x)
2 2
= 1- %xz + %x?’ + 2% ()
2. DLdeg:

g(z) = sin(aln(l+z))sin <a (x - m; - ”;3 + x%(x)))

2 3 2
= a[w—g—kg—i-xgs(x)—oéx?’]

200 — 3
= ar— Sp? 4 T2 3y 23e(2)
2 6
3. En utilisant les formules de trigonométrie, il viér(tr) = sin(2«In(1 + x)). Par conséquent, le calcul
du DL est immédiat en remplagantpar 2« dans I'expression du DL dg. h(z) = 2ax — az? +

3
204;404 x3+x3€(x)
Exercice 4. Calcul de limite

La limite & calculer est de forme indétermin@es(ir0). On calcule le DL erd) a I'ordre 2 du numérateur
et du dénominateur :
2 1. 1/ 1\1 72 2
e'—V1+4 2z = 1+x+?—(1+§29§+§ <—2> 5(29&)2)—#&:25(:10) = 1+x+?—(1+x—?)+x25(9£) = 22 ale(x)
et:
zsin(z) = z(x + ze(z)) = 22 + 2%e(2)

Par conséquent, pour tout£ 0 :

e —V1+2z  2?+a%(z)  2*)(1+e(x)  (1+¢e(x))

rsing  x2+a2e(z)  22(1+e(z)  (14e(x))

La nouvelle expression n'est plus d’une forme indéterminée : le numétatediversl et le dénominateur
tend versl. Par conséquent :

e =1+ 2z
lim ——M =1
z—0 Trsimmx



Exercice 5. Développements limités

1. Initialisation : f est bien (au moins) fois dérivable sui0, +oo] et pour toutz strictement positif
_1
FO(z) = fz) = e v = PO(;@# ou P, est le polyndme constant égal &

1
Hérédité : On suppose qu¢ estn fois dérivable suf0, +-co| et quef(™ (z) = P"(;”# ™) est
dérivable suil0, +oo[ (comme quotient de fonctions dérivables, le dénominateur ne s’annaarsup
cet ensemble) don¢ est bienn + 1 fois dérivable suij0, +oo[. La dérivéen + 1-eme def a pour
expression :

Fr @) = (MY (2)
$2n(P7€(1')€_% + Pn(x)m%e_%) _ anQn—lpn(x)e_%
CL‘4"
$2n—2(1'2p7/l(1') + Py(x) — anPn(m))e—i
334”

1

(22PL(x) + Py(x) — 2naPy(x))e” =
22(nt1)

Or (2%P! (z)+ P,(x) —2nx P,(x)) est un polyndme. Par conséquent, en pofant (z) = (22 P! (x) +

_1
P,(z) — 2nzP,(z)), on obtient bien (1) (z) = %. La propriété est donc héréditaire.
Conclusion : La propriété a démontrer est vraie pour= 0 et est héréditaire, donc, en utilisant le
principe de récurrence, elle est vrai pour tout N.

2. De fagon évidentef est dérivable suf — oo, 0] et toutes ses dérivées successives sont nulles sur cet
intervalle. Par conséquent :
lim f™(z) =0

r—0~

Le résultat de la questiahpermet d’affirmer que :

lim f™(z) =0

z—0t

par croissance comparée de I'exponentielle et des polynédmes>enPar conséquent; estn fois
dérivable erv et () (0) = 0 pour toutn.

3. En appliquant la formule de Taylor-Youngfa I'ordren, on obtient donc :
f(x) =0+ z"e(x)

Ainsi le DL en0 de f est nul (quel que soit I'ordre), ce qui montre bien que le DL est utieméncale,
puisque la fonctiory est non nulle poug > 0.



